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ÙQÚÜÛ6ÝtÞ?ß6àÅá	â}ãäÞ­ÚåãÁÚ6ß6àÅætâ}ÝtãÁç	æ#è�â}é6ç_êHà¶ëTìÁã¨âQídÞTîFÛ6ÝtÞ?ßÅà6á	â�æªëTÚ6ßÈÝ}ë[ïñð1ë�â}ç	Ý�ã·ë�ìÁæ,ãÁæ$ÞTî~â�ç#Ú
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�Fé6çDõTë�ìÁà6ç¤ÞTîKâ}éÅçÊêHà¶ë�ìÁãäâQí9ð1ç#ëTæ�àÅÝ�ç#ð_ç#Úfâ�ãÁæ�ÞTî~â�ç#Ú�à6ætç#ß³ÞTÚ6ìäí8â}Þ8ëTìÁìäÞ?á#ë�â}ç�â}é6çDÛ6ÝtÞ?ß6àÅá	â
Þ­Ý�Ý�ë[ï ð1ë�â�ç#Ý�ãÁëTìfãÁÚfâ�Þ9Þ­Ú6ç�ÞTîÃæ�ç4õ­ç#Ý�ëTìÅêHà¶ë�ìÁãäâQí$á	ì·ëTætæ�ç#æ	è�îbÞ­Ý�ãÁÚ6æOâqëTÚÅá#ç��QìÁÞnï��qè��Qð1ç	ß6ãÁà6ð��
ëTÚ6ß��Qé6ãÁ÷Té���õ�ëTìÁà6ç	æ#ö
	9Ú²ç&üÅëTð1ÛÅìÁç9Þ�î�â}é6ãäæ"ãäæ"ï�é6ç	Ú�Ý}ë[ï ðlë�â�ç#Ýtã·ëTìäæÊé6ënõTç�ò�ç#ç#Ú�ætÞ­Ýtâ�ç#ß
ãÁÚfâ}Þåá[ë�â}ç#÷TÞ­Ý�ãäç#æ°à6Ú6ã¨îbÞ­Ý�ð ç#Ú6Þ­àÅ÷­é â�ÞÈë�ìÁìÁÞnï á#Þ­ÚÅætâqë�ÚHâ1Û6ÝtÞ?á	ç#æ�æ1á#Þ­ÚÅß6ãäâ�ãÁÞ­Ú6æªï�ã¨â}é6ãäÚ
ç[ëTáqéÈá[ë�â�ç#÷­ÞTÝtí­ö�ÙQÚdâ}é6ãäæ�æ�ãäâ�à¶ë�â�ãÁÞ­ÚRè�ãäâ�ãÁæ�Ú¶ë�â}à6Ý�ëTì(â}Þ'à6æ�ç_á#ìÁëTæ�ætã��¶á#ë�â}ãäÞ­Ú�â}Þ�ëTìÁìäÞ?á#ë�â}ç
â}é6ç�Þ­òÅæ�ç#ÝOõ�ë�â}ãäÞ­Ú6æ#ö

	9ìäæ�Þ²ãäÚûæ�ã¨â}à¶ë�â}ãÁÞTÚ6æ�ï�éÅç#Ý�çªâ�é6ç³îbÞKá#à6æ8ãÁæ8Þ­Úûâ}éÅçªá#Þ­Úfâ�ãÁÚHà6Þ­à6æ9êKà6ëTìÁã¨âQí�ð1ç#ëTæ�à6Ýtç#ð_ç#Úfâ
õ�ëTìÁà6ç�è�ãäâ$á[ëTÚÈòMç1ëTßÅõ�ëTÚfâ}ëT÷­ç#ÞTà6æ�â�Þû÷­ÝtÞ­à6ÛÈâ�é6ç/õTë�ìÁà6ç	æ�ãäÚHâ�Þûá	ì·ëTætæ�ç#æ	ö�ÙQÚÈðlë�ÚHíåë�Û?ù
Û6ìÁãäá[ë�â�ãÁÞ­ÚÅæ#èÅîbÞ­Ý�ãäÚ6ætâ}ëTÚ6á#ç$ãÁÚ'ð_Þ?ß6ç	Ý�Ú�æ�Û�ç#á	â�Ý�Þ­ætá#Þ­ÛfíTè�ãäâ�ð1ë[í�òMç$ß6ã�
1á	à6ìäâ�â�Þ1ò6àÅãÁìÁß�ë
÷­ÞKÞ?ß$á[ëTìäãÁò6Ý�ë�â}ãäÞ­Ú,ð_Þ?ß6ç	ìfîbÞ­Ý�â}é6ç"êKà6ëTìÁã¨âQí,ð1ç#ëTæ�àÅÝ�ç#ð_ç#Úfâ#ö�Ù@â�é¶ëTæ�òMç	ç#Ú³ßÅç#ð_Þ­Ú6ætâ�Ý}ë�â�ç#ß
ç[ëTÝtìÁãäç#Ý�������æªëTÚ6ß���ãÁìÁßÅÝ�à6ð'è����������,â�é¶ë�âªßÅãÁæ�á	Ý�ãäð1ãäÚ¶ëTÚfâ$ëTÚ¶ëTì¨íKæ�ãÁæ�á[ëTÚ¸ãÁð_Û6Ý�Þnõ­ç1Þ­Ú
á#Þ­Úfâ�ãÁÚHà6Þ­à6æ�á#ëTìÁãäò6Ý}ë�â�ãÁÞ­Úlætâ}Ý�ë�â}ç	÷­ãÁç	æFãÁÚ�æ�àÅáqéûæ�ã¨â}à¶ë�â}ãÁÞTÚ6æ#ö

ÙQÚÇò�ÞTâ}éÇÞ�î(â}é6ç	æ�çªætãäâ�à¶ë�â}ãäÞ­Ú6æ	èÃâ�é6ç³ß6ë�âqë_ãÁæ9ætÛ6ìÁã¨â�ãÁÚfâ}Þ1á#ì·ë�æ�æ�ç	æ�á#ÞTÝ�Ý�ç	æ�Û�Þ­Ú6ß6ãäÚ6÷1â�Þ²ãÁÚKù
â}ç	Ýtõ�ëTìÁæ�ÞTîMë�á#Þ­Úfâ}ãäÚHà6Þ­à6æ¤Ýtç#æ�Û�Þ­Ú6ætç�õ�ëTÝ�ãÁëTò6ìÁç�èTë�Ú6ß°Þ­Ú6ç�ï�ãäæ�é6ç	æ(â}Þ�â}Ý�ëTãÁÚªë�á#ì·ë�æ�æ�ã��¶ç#Ý�â}Þ
Û6Ý�ç	ß6ãÁá4â�â}éÅç,á#ì·ë�æ�æ�ÞTî�îbàÅâ�à6Ý�ç,ÞTò6æ�ç	Ýtõ�ë�â}ãäÞ­Ú6æ	ö �Fé6ãäæ�é¶ëTæ�â�Þ°Þ­à6Ý�!HÚ6Þnï�ìÁç	ß6÷­ç,ò�ç#ç	Ú'ìäãäâtâ}ìÁç
ß6ç#ætá#ÝtãÁò�ç#ß'ãÁÚ²â}éÅç,ìÁãäâ�ç#Ý�ë�â}à6ÝtçTö��9ëTÚÅß'ç4â�ëTì ö"�#������$��Êá	Þ­Ú6æOâ}Ý�àÅá	â�â}é6ç,ÞTÛÅâ}ãäðlëTì�á#ìÁëTæ�ætã��¶ç	Ý
îbÞ­Ý"ë�æ�Û�ç#á	ã·ëTìÃá#ëTæ�ç8ÞTîRâ}éÅãÁæÊæ�ãäâ�à¶ë�â�ãÁÞ­ÚRèHë�Ú6ßlá	Þ­ð1Û6ëTÝ�ç�ãäâÊâ}Þ�ìÁãÁÚÅç[ëTÝ¤ß6ãäæ�á	Ý�ãÁð_ãÁÚ6ëTÚfâÊëTÚ¶ëTì¡ù
íKæ�ãÁæ	ö%�8ëTÚ6ßþç	â°ëTì ö&�('*)�) �+��ß6ãÁætá#à6ætæªá#ìÁëTæ�ætã��¶ç	Ý�æ³îbÞ­Ý³ëû÷­ç	Ú6ç#Ý�ëTìÁãäæ�ç#ß¸æ�ãäâ�à¶ë�â�ãÁÞ­ÚRè�ï�é6ç	Ý�ç
á#ìÁëTæ�ætç#æ"ëTÝ�çFß6ç,�¶Ú6ç	ß²ãÁÚ°â}ç	Ý�ð_æ¤ÞTîMÞTâ}é6ç	Ý¤õTë�Ý�ã·ë�ò6ìÁç	æ#ö��Fé6ç�à6ætç�Þ�î�á	Þ­Úfâ}ãÁÚHà6ÞTà6æ"ìÁëTò�ç#ìÁæ�îbÞ­Ý
á#ìÁëTæ�ætã��¶á#ë�â}ãäÞ­Úlãäæ�ß6ãÁætá#à6ætæ�ç	ß'ãäÚ�-¸ë�â}ç	ÝFëTÚ6ß/.9àÅãÁÚ0�#�1��$ �+�DëTÚ6ß/.9àÅãÁÚ0�#�1��$�'��&ö�	óá	Þ­ð°ù
Û6ìÁç	ð1ç	ÚfâqëTÝOí³ætãäâ}à6ë�â}ãäÞ­Úªé¶ëTæ¤ò�ç#ç	Ú/ætâ}àÅß6ãÁç	ß_òfí���Þ­Ýt÷­Þ�ëTÚ6ß�2�ëTð1ë��#���������4è�ï�é6Þ,æ�ç#ëTÝ�áqé
îbÞ­Ý�ß6ãäæ�á	Ý�ç	â�ãÁæ�ë�â}ãäÞ­Ú6æ�ÞTîÊâ}éÅç°Ý�ç#ætÛMÞTÚ6æ�ç/ãÁÚfâ�Þ'ãäÚfâ}ç#ÝOõ�ëTìÁæ�ãäÚ�Þ­Ý�ßÅç#Ý�â}Þ�àÅæ�ç/á#ìÁëTæ�ætã��¶á#ë�â}ãäÞ­Ú
ð1ç4â}é6ÞKß6æFÞ­Ú'Ý�ç	÷­Ý�ç	æ�ætãÁÞ­Ú'Û6Ý�ÞTò6ìÁç	ð1æ	ö

�Fé6çªÛ6ÝtÞ­ò6ìäç#ð é¶ëTæ8æ�Þ­ð_ç$áqé¶ëTÝ}ë�á	â}ç	Ý�ãäætâ}ãäá�îbç#ë�â}à6Ýtç#æ8Ý�ç#÷­ëTÝ�ß6ãäÚ6÷²ë�æ�æ�ç	æ�ætãÁÚ6÷lâ�é6ç³êHà¶ë�ìÁãäâQí
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• Ù@âlãÁæ1á#Þ­ð_ð1ÞTÚ â}é6ë�â²â}éÅçÇÝ�ç	æ�Û�Þ­Ú6æ�ç�á	Þ­ÚfâqëTãäÚ6ælætà6ò6æOâqëTÚfâ}ãÁëTì9ð_ç[ë�æ�à6Ýtç#ð_ç#Úfâ�ç#ÝtÝ�Þ­Ý	èï�é6ãäáqéûÝtç#æ�àÅìäâ}æ8ãÁÚ�à6Ú6á#ç	Ýtâ}ëTãÁÚ�á#ì·ë�æ�æ�ð1ç	ðªòMç	Ý�æté6ãÁÛ6æ�ãÁÚ'â}é6ç$â}Ý�ëTãÁÚ6ãäÚ6÷_ëTÚ6ß'â}ç#æOâ�ß¶ë�âqë
ætç	â}æ	ö5�Fé6ãÁæ�ìäç[ëTß6æ�â�Þ1àÅÚ6á#ç	Ýtâqë�ãÁÚ�ç#æOâ}ãÁð1ë�â�ç#æFÞTî�â}é6ç�êHà¶ëTìäãäâQílÞTî(ë°á	ì·ëTætæ�ã��6á[ë�â�ãÁÞ­ÚRö

• 6 Þ­Ý,â�Ý}ëTãäÚ6ãÁÚ6÷'ëTÚÅß¸â}ç	ætâ}ãäÚ6÷6è�Þ­Ú6ç_é¶ëTæ³ëTá#á	ç#ætæ³â}Þ'â}é6ç1Ý�ç#ætÛMÞTÚ6æ�ç1ð1ç#ëTæ�à6Ýtç#ð_ç#Úfâ}æ�ãÁÚëTßÅß6ãäâ�ãÁÞ­Ú²â�Þ/â�é6ç$á#ì·ë�æ�æ�ì·ëTò�ç#ìäæ#ö��Fé6ãÁæ�Ý�ç	Û6Ý�ç	æ�ç	ÚHâ�æ�ãÁÚ?îbÞ­Ý�ð1ë�â}ãäÞ­Ú²ë�òMÞ­à?â8éÅÞ.ï á#ç	Ýtâqë�ãÁÚ
ë°á#ìÁëTæ�æFð_ç#ð³òMç	Ý�æ�éÅãÁÛ�ãÁæ	ö

• �FéÅç'á	ÞnõTë�Ý�ã·ë�â}ç#æ/ætç#ìÁßÅÞ­ð-ç4ü?Û6ìÁëTãÁÚ ëTìäì"õ�ëTÝtã·ëTò6ãäìÁã¨âQíÈãäÚþâ}é6ç�â}Ýtà6ç�Ý�ç	æ�Û�Þ­Ú6æ�ç�èDæ�Þdâ}é6ç
á	ì·ëTætæ�ã��6á[ë�â�ãÁÞ­Ú/ï�ãÁìäì�ÚÅÞTâ�ò�ç9Û�ç#ÝOîbç#á	â#öÅÙQÚ²â�é6ç9Û6Ýtç#ætç#Úfâ�æ�ã¨â}à¶ë�â�ãÁÞ­Ú�èKã¨â�á#ëTÚ²ò�ç9Û�Þ­æ�ætãÁò6ìäç
â�Þ_ç	ætâ�ãÁð1ë�â}ç,ë/ìÁÞnï"ç#ÝFìäãÁð_ãäâ"ÞTî�â�é6ç�ð1ãäæ�á	ì·ëTætæ�ã��6á[ë�â�ãÁÞ­Ú²Ý�ë�â}ç�ÞTî�ëTÚfí�á	ì·ëTætæ�ã��6ç#Ý#ö

• �FéÅçþá#ì·ë�æ�æ�ç	ædëTÝ�ç¸Þ­Ý�ß6ç	Ý�ç	ßRè,ëTÚ6ß ß6ã�7�ç	Ý�ç	ÚHâÇð1ãäæ�á#ìÁëTæ�ætã��¶á#ë�â}ãäÞ­Ú6æ�ëTÝ�ç¸Ú6ÞTâ�ç	êKà6ëTìÁì¨í
÷­Ý�ë[õ­çTö

�Fé6ç�Û6Ý�ç	æ�ç#Úfâ�Û¶ëTÛ�ç#ÝÊëTß6ß6Ýtç#ætæ�ç#æÊâ}é6ç�Û6ÝtÞ­ò6ìäç#ð ÞTîRëTæ�ætç#ætæ�ãÁÚÅ÷�â}éÅç�Û�ç#ÝOîbÞ­Ý�ð1ëTÚ6á	ç�ÞTîRá	ì·ëTæ;ù
æ�ã��¶ç#Ýtæ"ãäÚ/ï�éÅç#Ú²á	ì·ëTætæ�ç#æ"ëTÝtãÁæ�çFîbÝtÞ­ð>ë�á#Þ­Úfâ}ãäÚHà6à6ð'öfÙQÚ98?ç	á	â}ãäÞ­Ú�'?è­â}é6ç�Û6ÝtÞ­ò6ìÁç	ð ãÁæDß6ç&ù
æ�á	Ý�ãÁò�ç#ß�ë�Ú6ß�â}é6ç�ÛÅð1á�ãäæ�ß6ãäæ�á#àÅæ�æ�ç	ßRö5	9Ú'ëTì¨â}ç	Ý�Ú¶ë�â�ãäõTç9Û�ç#ÝtîbÞTÝ�ð1ëTÚ6á#ç9ð1ç#ëTæ�à6ÝtçTè?æ�êHç#ÝtÝ#è
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ĉ(x) 6= c(y)

) è?ï�éÅç#Ý�ç
I
ãÁæFë³îbàÅÚ6á	â�ãÁÞ­Úlâ}ë�!HãÁÚ6÷ªâ�é6ç9õ�ëTìäà6ç

��ãäî�ãäâ}æ�ë�Ý�÷­à6ð_ç#Úfâ�ãäæ�â}Ý�àÅçTèÃëTÚ6ß )°ÞTâ}éÅç#Ýtï�ãäæ�ç�ö

6 Þ­Ý³ë'÷­ãäõTç#Ú x

è�â}éÅçlÛ6ÝtÞ­ò¶ëTò6ãäìÁã¨âQíûâ}é6ë�â³â�é6ç1â�Ý�à6ç1á#ì·ë�æ�æ
c
Þ�î�ëTÚ¸ÞTò��tç#á4âªãÁæ�ß6ã�7Mç#Ýtç#Úfâ

îbÝ�Þ­ð+ë_÷Tãäõ­ç	Ú�á#ì·ë�æ�æ
j
ãäæ

pmc(j; x) = Prob{c 6= j | x}
= Prob{y /∈ [bj−1, bj) | x}
= Prob

{
ε /∈

[
bj−1 − f(x), bj − f(x)

) ∣∣∣ x
}

= 1 − Gx

(
bj − f(x)

)
+ Gx

(
bj−1 − f(x)

)
,

� =��

ï�é6ç#Ýtç
Gx
ãäæ�â�é6çÜá#ÞTÚ6ß6ãäâ�ãÁÞ­Ú6ëTì,ß6ãÁæOâ}ÝtãÁò6àÅâ�ãÁÞ­Ú ÞTî

ε
÷­ã¨õ­ç#Ú

x

ö �Fé6çÜàÅÚ6á#Þ­ÚÅß6ãäâ�ãÁÞ­Ú¶ë�ì
Û6ð_á��('���á#ëTÚ�ò�ç,ï�Ý�ã¨â�â}ç	Ú'ëTæ
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�Fé¶ë�â/ãäæ#è�â�é6ç�ÛMç	Ú¶ëTì¨âQí¸îbÞ­Ý°ë�á	Þ­Ý�Ýtç#á	â/á	ì·ëTætæ�ã��¶á[ë�â�ãÁÞ­Ú¸ãÁæ>0#ç	Ý�Þ6è(ëTÚ6ßþâ}é6ç�Û�ç#Ú6ëTìäâQíÈîbÞ­Ý
ë�ð1ãäæ�á#ìÁëTæ�ætã��¶á#ë�â}ãäÞ­ÚÇãäæ�â}é6ç/æ�êHà¶ë�Ý�ç#ßÈß6ãÁæOâqëTÚÅá#ç/òMç4âQï�ç	ç#Ú¸â�é6ç

y
õ�ëTìäà6ç°ÞTîÊâ}é6ç/Þ­ò��tç	á	â

ëTÚ6ßûâ�é6çªÛ6Ýtç#ß6ãäá	â�ç#ß�á#ìÁëTæ�æ	ö4�Fé6ç�� � ' �4 3��
 �� � 3-	 N C�4+M� �bæ�êHç#ÝtÝ �8Þ�îÊëlá#ìÁëTæ�ætã��¶ç	Ý
ĉ
ãÁæ�â}é6ç

ç4ü?Û�ç#á	â�ç#ß�æ�êHà¶ëTÝtç#ßûç	Ý�ÝtÞ­ÝFï�é6ç#Ú'á#ìÁëTæ�ætãäî~íKãÁÚ6÷ªîbà?â}à6Ýtç$Ý�ëTÚ6ß6ÞTð*Þ­ò6ætç#Ýtõ�ë�â�ãÁÞ­ÚÅæ�3

sqerr(ĉ) = E(x,y) sqe(ĉ(x), y).
�����

�Fé6ç Û6Ý�ÞTÛMÞ­ætç#ß ð_ç[ëTætà6Ý�çþß6ã�7�ç	Ý�ç	ÚHâ�ã·ë�â�ç#æ�ð_ãÁætá#ì·ë�æ�æ�ã��¶á[ë�â}ãÁÞTÚ6æûë�æ�ß6ç#ætá#Ý�ãäòMç	ß ë�òMÞnõ­ç�ö
ý�Þ­Ú6ætãÁß6ç	Ý�îbÞTÝFãÁÚ6æOâqëTÚ6á	ç$ë/ætãäâ�à¶ë�â}ãäÞ­Ú²ï�ãäâ�é�â}é6Ýtç#ç�á#ìÁëTæ�ætç#æ#è¶ï�ã¨â}é�òMÞTà6Ú6ß¶ëTÝtãÁç	æ

b1 = 1.5ëTÚ6ß
b2 = 2.0

ö:8?à6Û6Û�Þ­æ�ç1ëTÚdÞ­ò��tç	á	â$é¶ëTæ
y = 2.5

è�â}éHà6æ$ãäâ,ò�ç#ìäÞ­Ú6÷­æ�â�Þ�á#ì·ë�æ�æ,â}é6Ýtç#ç�ö
ý�ì·ëTætæ�ã¨î~í?ãäÚ6÷dâ}é6ãäæ1Þ­ò��tç#á	â²ëTæ_á#ì·ë�æ�æ1âQï"Þ �

1.5 ≤ y < 2.0
�°ï�ãäìÁìF÷­ã¨õ­ç�ëÈÛ�ç#Ú¶ëTì¨âQí ÞTî

(2.5 − 2)2 = 0.25
èÅï�é6ãäìÁç,ë/Û6Ýtç#ß6ãäá	â}ãäÞ­Ú�ÞTî�á#ìÁëTæ�æ�Þ­Ú6ç �

y < 1.5
�"ï�ãÁìÁìM÷­ãäõTç$ë/Û�ç#Ú6ëTìäâQí

ÞTî
(2.5 − 1.5)2 = 1

ö 8KãÁð_ãÁì·ë�Ý�ìäíTè¶ãäâ,ãäæ�ï�ÞTÝ�æ�ç°â�Þ'á	ì·ëTætæ�ã¨î~í�ëTÚdÞ­ò��tç	á	â�ï�ãäâ�é
y = 6

ë�æ
á#ìÁëTæ�æ�âQï�Þ�â�é¶ëTÚªá	ì·ëTætæ�ãäî~íKãäÚ6÷9ë�ÚªÞ­ò��tç	á	â(ï�ã¨â}é

y = 3
ë�æ�á#ìÁëTæ�æ�âQï�ÞÅö��Fé6ç�á	Þ­Ý�Ýtç#ætÛMÞ­ÚÅß6ãÁÚ6÷

ÛMç	Ú¶ëTì¨â}ãÁç	æ�ëTÝ�ç�� � ë�Ú6ß<�Tè6Ý�ç	æ�Û�ç#á	â�ãäõTç#ìäíTö
8?ãÁÚÅá#ç�â}éÅç,ÛMç	Ú¶ëTìäâQí1ãÁæ�ënõTç#Ý�ëT÷­ç#ß'Þnõ­ç	Ý�ëTìÁìMÞ­ò��tç#á4â}æ	è6Ú6ÞTâ�Þ­ÚÅìäí_â}é6ç,ð_ãÁætá#ì·ë�æ�æ�ã��¶ç#ßlÞ­Ú6ç#æ	è
ãäâ�ãÁÚ6á	Þ­Ý�Û�Þ­Ý�ë�â}ç	æ³ãÁÚ?îbÞ­Ý�ð1ë�â}ãäÞ­ÚåëTò�Þ­àÅâ³â�é6ç²ç	Ý�Ý�ÞTÝ³Ý}ë�â}ç²ë�æ³ï�ç	ìÁìiè�ætÞdëûá#ìÁëTæ�ætã��¶ç	Ý�ï�ã¨â}é
æ�ð1ëTìÁìÅæ�êHç#ÝtÝ"ï�ãÁìäì6à6ætà¶ëTìÁì¨íªé¶ë[õTç9ò�ÞTâ}é/îbç	ï ð_ãÁætá#ìÁëTæ�ætã��¶á#ë�â}ãäÞ­Ú6æ(Þnõ­ç	Ý}ëTìäìÃëTÚ6ß_îbç	ï ætç	õ­ç	Ý�ç

�



ð1ãäæ�á	ì·ëTætæ�ã��6á[ë�â�ãÁÞ­Ú6æ	ö4�Fé6ç_ð_ç[ëTætà6Ý�ç/ð1ë�!Tç	æ�ã¨â�ÛMÞ­ætæ�ãäò6ìÁçªâ�Þ�á	Þ­ð1Û6ëTÝ�ç/á#ìÁëTæ�ætã��¶ç	Ý�æ,â}é6ë�â
é¶ë[õ­ç,ë�Û6Û6Ý�Þ[ü?ãÁð1ë�â�ç#ìäí³â}é6ç8æ}ëTð_ç8ÛÅð1á�èÅëTÚÅßláqé6ÞKÞ­æ�ãäÚ6÷�â�é6ç9ÞTÚ6ç8ï�ã¨â}é1â�é6ç9ìäç[ëTæOâ�ætç	õ­ç	Ý�ç
ç#ÝtÝ�Þ­Ýtæ#ö�Ù@â³á	Þ­à6ìäß¸ëTìäæ�Þ'òMç1ëTÝt÷­à6ç#ßdâ}é6ë�âªë�á#ìÁëTæ�ætã��¶ç	Ý,ï�ãäâ}é¸ë'ìÁëTÝ�÷Tç#Ý�Û6ð_á_æté6Þ­à6ìäßÈò�ç
á#Þ­ÚÅæ�ãÁßÅç#Ý�ç	ß�ò�ç	âtâ}ç	Ý�ã¨î�ã¨âFé¶ëTæ�ë°ìÁÞnï"ç#Ý�æ�êHç	Ý�Ý#ö

�Fé6ç,ð_ç[ëTætà6Ý�ç�á#ëTÚ²ò�ç�ãÁÚfâ�ç#Ý�ÛÅÝ�ç	â�ç#ß'ëTæ�ëªæ�êHà¶ëTÝtç#ß�ß6ãÁæOâqëTÚÅá#çTè?ð1ç#ëTæ�àÅÝ�ãÁÚÅ÷³é6Þnï î¿ëTÝ#èKÞ­Ú
â}é6ç8ë[õ­ç	Ý}ëT÷­ç�èKâ�é6ç�ãÁÚfâ}ç	Ýtõ�ëTìÃÞTî�â�é6ç�Û6Ý�ç	ß6ãÁá4â}ç#ß1á#ìÁëTæ�æÊãÁæDîbÝ�Þ­ð â}é6ç�â}Ýtà6ç�õ�ëTìäà6ç�ÞTî

y
ö��Fé6ç

Ý�ç#ëTæ�Þ­Ú�îbÞ­Ý9à6ætãÁÚ6÷læ�êHà¶ëTÝtç#ß�ß6ãäætâqë�Ú6á#ç	æ�ãÁæ�âQï�Þ�îbÞ­ìÁßRö�Ù@â�ÛÅàÅâ}æ�éÅãÁ÷­é6ç	Ý8Û�ç#Ú6ëTìäâ�ãÁç#æ�Þ­Úûâ�é6ç
ì·ëTÝt÷­ç#æOâ�ð_ãÁætá#ìÁëTæ�ætã��¶á#ë�â}ãäÞ­Ú6æ#èKëTÚÅß²ãäâ"ðlë*!Tç#æ"â}é6ç8ð1ç#ëTæ�à6Ýtç�ð_Þ­Ý�ç�æ�ãäð1ãäì·ëTÝ(â�Þ³â}é6ç � 8 >Fè
ï�é6ãÁáqé'ãÁæ�ï"ç#ìäì¨ù !KÚÅÞ.ï�Ú'òfí�ð1ëTÚfí�ætâ}ë�â}ãäætâ}ãäá#ãÁëTÚ6æFëTÚÅß'ç	Ú6÷­ãäÚ6ç#ç	Ý�æ#ö

.9ãÁæOâqëTÚÅá#ç#æ1é¶ë[õ­çÇò�ç#ç	Ú à6ætç#ß îbÞ­Ý/ß6ç,�¶Ú6ãÁÚÅ÷ÜÛMç	Ú¶ëTì¨â}ãÁç	æ/ãÁÚJÞ�â}é6ç	Ý1ætãäâ}à6ë�â}ãäÞ­Ú6æ#ö���æ�Þ�!TÞ­æ
ëTÚ6ß -Èç#ìäáqé �#�����*$���àÅæ�çªâ}éÅçªæ�êHà¶ëTÝtç#ß�ß6ãäætâ}ëTÚ6á#ç³òMç4âQï�ç	ç#Údâ}é6çªð_ç[ë�Ú6æ9ÞTî

x

îbÞ­Ý8ç[ëTáqé
á#ìÁëTæ�æ�ëTæ�ð_ãÁætá#ì·ë�æ�æ�ã��¶á[ë�â}ãÁÞTÚ$Û�ç#Ú6ëTìäâQíTèTëTÚÅß ��ÞTÝ�÷­Þ9ëTÚ6ß 2�ëTð1ë � ����������à6ætç�â}é6ç�ëTò6ætÞ­ìÁàÅâ�ç
ß6ãÁæOâqëTÚÅá#ç�ò�ç	âQï"ç#ç	Ú1â}éÅç�ð1ç	ß6ã·ë�ÚªÝ�ç	æ�Û�Þ­Ú6æ�çFõ�ëTìäà6ç#æ(Þ�î�â�é6ç�ãäÚHâ�ç#ÝOõTë�ìÁæ(ë�æ¤ÛMç	Ú¶ëTìäâQíTö��Fé6ç	æ�ç
ï�ç	Ý�çÈß6ç	õTç#ìÁÞTÛMç	ß îbÞ­Ý�ÞTâ}éÅç#Ý'Û6à6Ý�Û�Þ­ætç#æ#è8ëTÚ6ß ëTÝ�çåÚ6ÞTâ�ß6ãäÝ�ç#á4â}ì¨íôëTÛ6Û6ìäãÁá#ëTò6ìÁçÇâ�Þ â�é6ç
á#à6ÝtÝ�ç	ÚHâ8Û6ÝtÞ­ò6ìÁç	ð�ö

�Fé6ç$æ�êHç#ÝtÝ�îbÞTÝ�ë/÷Tãäõ­ç	Ú
x

ëTÚ6ß�ë°Û6Ý�ç	ß6ãÁá4â}ç#ß'á#ìÁëTæ�æ
j
ãÁæ

sqerr(j; x) = Ey[sqe(j, y) | x]

= Eε[sqe (j, f(x) + ε) | x]

=
∫ bj−1−f(x)

−∞

(
f(x) + ε − bj−1

)2
dGx(ε)

+
∫

∞

bj−f(x)

(
f(x) + ε − bj

)2
dGx(ε).

�#�1)��

�Fé6ç_ì·ëTæOâ�ç#êHà¶ëTìäãäâQíÇîbÞ­ìäìÁÞnï�æ9îbÝtÞ­ð ï�Ý�ã¨â}ãäÚ6÷�Þ­àÅâ�â}éÅç_ßÅç;�¶Ú6ã¨â}ãäÞ­Ú6æ,ÞTî�æ�êHçlë�Ú6ßåâ�é6ç/ç4üHù
ÛMç	á	â}ë�â}ãäÞ­Ú�ç4ü?Û6ìÁãäá#ã¨â}ìäíTö

Ù@î
ε ∼ N(0, σ2

ε)
ãäÚ6ß6ç#Û�ç#ÚÅß6ç#Úfâ/ÞTî

x

è�ß6ãäÝ�ç	á	â°ç4õTë�ìÁà¶ë�â�ãÁÞ­Ú¸ÞTî�â}é6ç�ãäÚHâ�ç#÷­Ý�ëTìÁæ³ãÁÚ � ��)��
íKãÁç#ìäß6æ

sqerr(j; x) =
(
(bc−1 − f(x))2 + σ2

ε

)
Φ
(

bc−1 − f(x)

σε

)
+ (bc−1 − f(x))σ2

εg(bc−1 − f(x))

+
(
(bc − f(x))2 + σ2

ε

)(
1 − Φ

(
bc − f(x)

σε

))
− (bc − f(x))σ2

εg(bc − f(x)),
�#�����

ï�é6ç#Ýtç
g
ãÁæ�â�é6ç�Û6Ý�Þ­ò6ëTò6ãÁìäãäâQí_ß6ç	Ú6æ�ã¨âQí�îbà6Ú6á	â�ãÁÞ­Ú�ÞTî

ε 1 g(ε) = e−ε2/(2σ2
ε )/

(
σε

√
2π
) ö

�Fé6ç$æ�êHç#ÝtÝ�Þ�î(ë/á#ìÁëTæ�ætã��¶ç	Ý ������á#ëTÚ�ò�ç�ï�Ý�ã¨â�â�ç#Ú
sqerr(ĉ) = Ex sqerr(ĉ(x); x)

ö

��ã !Tç"â}é6ç�ÛÅð1á�è�ãäÚ°ëTÚfíª÷­ã¨õ­ç	Úªæ�ã¨â}à¶ë�â�ãÁÞ­Ú�è.â�é6ç#ÝtçFãÁæ�ëQ�>"7)�"7���4��� � �� ( &è�ãiöøç�öäè.â}éÅç�æ�ð1ëTìÁìäç#æOâ

�



æ�êHç#ÝtÝ9ë�ÚHí²á#ì·ë�æ�æ�ã��¶ç#ÝFá#ëTÚ�ë�â�â}ëTãÁÚ"3

æ�êHç#ÝtÝ
min = Ex

ætêKç	Ý�Ý
min(x),

� �+'��

ï�é6ç#ÝtçDæ�êHç#ÝtÝ
min(x) = minj{sqerr(j; x)} ãÁæRâ}éÅç¤á#Þ­Ú6ßÅãäâ}ãäÞ­Ú¶ëTì�ð_ãÁÚ6ãäðlëTìnætêHç#Ý�Ý	èn÷­ãäõTç#Ú x

ö

� � ��
��[Ö�Ó�� � �?Ñ�Ò��HÓ.Ó.Ô�Ó

	 Û6Ý�Þ­òÅìÁç#ð�ÞTî~â}ç	Ú ç#Ú6á	Þ­à6Úfâ}ç	Ý�ç#ß ãÁÚ ëTÛ6ÛÅìÁãÁá#ë�â}ãäÞ­Ú6æ�ãÁæªâ}é6ë�â
y
á#ëTÚ6Ú6ÞTâ_ò�ç�ð1ç#ëTæ�àÅÝ�ç#ß

ï�ãäâ�é6Þ­àÅâ�ç#ÝtÝ�Þ­Ý	ö+�Fé6ç"ð_ç[ë�æ�à6Ýtç#ð_ç#Úfâ�ç	Ý�ÝtÞ­Ý�é¶ëTæ�â}é6çÊç;7Mç#á4â�â}é6ë�â�Þ­Ú6çÊá[ëTÚ6ÚÅÞTâ�òMçÊá#ç	Ýtâqë�ãÁÚ
ëTò�Þ­àÅâRâ�é6ç¤â}Ý�àÅç¤á#ì·ë�æ�æ�ÞTîHâ}éÅçÊÞTò6æ�ç	Ýtõ�ë�â}ãäÞ­Ú6æ�ãäÚ�ë�ß¶ë�âqëFætç	â[ènç	æ�Û�ç#á	ã·ëTìäìäí�îbÞ­Ý�Þ­ò6ætç#ÝOõTë�â}ãÁÞTÚ6æ
ï�ãäâ�é

y
õ�ëTìÁà6ç�á	ìÁÞ­ætç�â}Þlë1á	ì·ëTætæ9ò�Þ­à6Ú6ß6ëTÝtíTö �FéÅãÁæ9ð_ç[ë�Ú6æ�â�é¶ë�â8ãÁÚ�÷­ç#Ú6ç	Ý}ëTìiè�ëTÚfí�ß6ë�âqë

æ�ç4âÊënõ�ëTãäì·ëTòÅìÁçDîbÞ­Ý�â}Ý�ëTãÁÚÅãÁÚ6÷�ÞTÝ�â}ç	ætâ}ãäÚ6÷$ë�á#ìÁëTæ�ætã��¶ç	Ý�ï�ãÁìäì?á	Þ­ÚfâqëTãäÚ1ë9îbÝ�ëTá	â�ãÁÞ­Ú³ÞTî�Þ­ò��tç#á4â}æ
ï�ãäâ�é�ãÁÚ6á	Þ­Ý�Ýtç#á	â�á#ì·ë�æ�æFì·ë�òMç	ìÁæ#ö
�Fé6ç,ç,7�ç	á	â�ÞTî�ãÁÚÅá#Þ­ÝtÝ�ç#á4âFá#ìÁëTæ�æFìÁëTò�ç#ìÁæ"Þ­Ú�ß6ãäæ�á#ÝtãÁð_ãÁÚ¶ë�ÚHâ
ëTÚ¶ëTì¨íKæ�ãÁæ�é¶ëTæªò�ç#ç	Ú ætâ}àÅß6ãÁç	ßþòHí¸æ�ç4õ­ç#Ý�ëTìFëTà?â}é6Þ­Ýtæ/� ý�éÅé6ã !�ëTÝ�ëÇëTÚ6ß ��á��,ç#Þ­ÚRè ����$ � 1
��ëTáqé6ç#ÚHò6Ýtà6áqéRè%�1� ��� è ����� � 1 ��á ��ëTáqéÅì·ëTÚRè ������'��4ö �Fé6ç$îbÞ?á	à6æ9ãäÚ'â�é6ç³Û6Ýtç#ætç#Úfâ�Û¶ëTÛ�ç#Ý	è
é6Þnï�ç4õ­ç	Ý#è�ãÁæFÞ­Ú ����+,"7���4+O".-	)ÇÞTî�â}éÅç$Û�ç#ÝOîbÞ­Ý�ð1ëTÚ6á	ç,ÞTî�á#ì·ë�æ�æ�ã��¶ç#Ýtæ#ö

��ç	â�â�ãÁÚ6÷
z
òMç³â�é6ç³ð_ç[ë�æ�à6Ýtç#ð_ç#Úfâ[è�ï�ç/ëTætæ�à6ð_ç³â�é6çªÝ�ç	ì·ë�â�ãÁÞ­Ú

z = y + δ
è�ï�éÅç#Ý�ç

δ
ãÁæ

Ý}ëTÚÅß6Þ­ð'ö ��ç	â
Hy ò�çªâ}é6ç°á	Þ­Ú6ß6ã¨â}ãÁÞTÚ¶ëTì�ß6ãÁæOâ}Ý�ãäò6àÅâ�ãÁÞ­ÚÇÞ�î δ ÷­ãäõTç#Ú y

ö�ÙQÚd÷­ç	Ú6ç#Ý�ëTì è�â}é6ç
ß6ãÁæOâ}ÝtãÁò6àÅâ�ãÁÞ­Ú�ð1ãä÷­éfâ�ßÅç#Û�ç#Ú6ß/Þ­Ú³â�é6ç�õ�ëTìäà6ç�ÞTî

y
ö �FéKàÅæ(â}é6ç�ß6ë�âqë8îbÞTìÁìÁÞnï�æ�â}é6ç�Ýtç#ìÁë�â}ãäÞ­Ú

z = f(x) + ε + δ.
�#��=��

�Fé6ç ��#5# �4 3��)�+=�����	����Þ­ÝQ�����	��� ���5������ÞTî�ëTÚ�Þ­ò��tç#á	â�ãäæ�â}é6ç,á	ì·ëTætæFß6ç;�6Ú6ç#ß'òfí²â}é6ç,ð_ç[ë.ù
æ�à6Ýtç#ß êHà¶ë�ìÁãäâQíÜáqé¶ëTÝ}ë�á	â}ç	Ý�ãäætâ}ãäá 1 c(z)

ö&	 â}Ý�ëTãÁÚÅãÁÚ6÷dÞ­Ý/â}ç	ætâ1ß¶ë�âqëåæ�ç4â²ÞTî9æ�ã?0	ç
n
ï�ãÁìäì

á#Þ­ÚÅæ�ãÁæOâ�ÞTîÊõ­ç#á4â}Þ­Ýtæ
(x1, z1, c(z1))

è
. . .
è
(xn, zn, c(zn))

ö"�FéÅç_â�Ý�à6ç
y
õ�ëTìäà6ç#æ

yi
ëTÚ6ß

â}é6ç$ëTætæ�ÞKá#ãÁë�â}ç	ß�â�Ý�à6ç�á	ì·ëTætæ�ç#æ
ci = c(yi)

ëTÝ�ç�÷­ç	Ú6ç#Ý�ëTìÁì¨ílÚ6Þ�â9ë[õ�ëTãäì·ëTò6ìäçTö

��I7J K ��+,"7���4+O"7)�� +7!��>�� ( �-	 L"7) � 
5�4+.���@��+

�Fé6çªç&üÅÛ�ç#á4â}ç	ßÇîbÝ}ëTá4â}ãÁÞTÚ�ÞTî�ï�Ý�Þ­Ú6÷lá#ì·ë�æ�æ�ì·ëTò�ç#ìäæ8ãäÚûëlÝ�ëTÚ6ß6ÞTð æ}ëTð_Û6ìÁç$ãÁæ�á[ë�ìÁìÁç	ß'â�é6ç

5�4+ �P�� ( 3-	  E�4+<���bç#ÝtÝ��
	��
	,�4è6ãiöøç�öäè

ç#Ý�Ý��
	��
	
= Prob{c(z) 6= c}. �#� � �

6 Þ­Ý�ë$÷­ãäõTç#Ú y
èfâ}éÅç8Û6ÝtÞ­ò¶ëTòÅãÁìäãäâQíªâ�é¶ë�âÊâ}é6ç8á#ì·ë�æ�æÊì·ëTò�ç#ì

c(z)
ß6ç;�6Ú6ç#ß²òfí

z
ãÁæÊß6ã�7�ç	Ý�ç#Úfâ

�



îbÝ�Þ­ð â}é6ç,â�Ý�à6ç�á#ìÁëTæ�æ
c = c(y)

è6ãäæ

Prob{c(z) 6= c | y} = Prob{z /∈ [bc−1, bc) | y}
= Prob{δ /∈ [bc−1 − y, bc − y) | y}
= 1 − Hy(bc − y) + Hy(bc−1 − y),

�#� ���

ï�é6ç#Ýtç
Hy ãÁæ¤â}é6ç�á#ÞTÚ6ß6ãäâ�ãÁÞ­Ú6ëTì6ß6ãäætâ}ÝtãÁò6à?â}ãÁÞTÚ°ÞTî δ ÷­ã¨õ­ç	Ú y

ö��FéHà6æ"â�é6ç�ß¶ë�âqë�ç#ÝtÝ�Þ­ÝÊÝ}ë�â}ç
ç#êHà¶ëTìäæ

ç#Ý�Ý �
	�� 	
= Prob{c(z) 6= c}
= Ey Prob{c(z) 6= c(y) | y}
= Ey

[
1 − Hy(bc(y) − y) + Hy(bc(y)−1 − y)

]
.

�#� � �

Ù@î�ï"ç�ëTæ�ætà6ð1ç�â�é¶ë�âFâ�é6ç�ß6ãÁæOâ}Ý�ãäò6àÅâ�ãÁÞ­Ú²Þ�î
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[
1 − Φ

(
bc(y) − y

σδ

)
+ Φ

(
bc(y)−1 − y

σδ
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ë�Ý�ç8ënõ�ëTãäì·ëTòÅìÁç 1 ÞTâ}éÅç#Ýtï�ãäæ�ç σδ

á#ëTÚlò�ç
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á#ëTÚ$òMçDç#æOâ}ãäðlë�â�ç#ß

òfí²â}é6ç�ç	ð1Û6ãäÝ�ãäá[ëTì�ß6ãÁæOâ}ÝtãÁò6àÅâ�ãÁÞ­Ú�Þ�î
z
ãÁÚ�ë°Ý}ë�Ú6ß6Þ­ð*æ�ëTð_Û6ìÁç�ö52,ãäõ­ç	Ú'ëTÚ�ç	ætâ�ãÁð1ë�â}ç

σ̂2
δ

è
ëTÚ6ßlë$Ý�ëTÚ6ß6Þ­ð>ß6ë�âqë�æ�ç4â�ÞTî

n
Þ­òÅæ�ç#ÝOõ�ë�â}ãäÞ­Ú6æ#èfâ�é6ç8ß6ë�âqë�ç#ÝtÝ�Þ­ÝÊÝ}ë�â�ç�á[ëTÚ1òMç�ç#æOâ}ãÁð1ë�â�ç#ß

òfí

̂ç#Ý�Ý��
	��
	 =
1

n

n∑

i=1

(
1 − Φ

(
bc(zi) − zi

σ̂δ

)
+ Φ

(
bc(zi)−1 − zi

σ̂δ

))
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&�� ( 3-	  E�4+M� �¿ætêHç#Ý�Ý �
	�� 	 �&è
ß6ç;�6Ú6ç#ßûëTæ

ætêHç#Ý�Ý �
	�� 	
= E(y,z) sqe(c(z), y) = Ey

[
E[sqe(c(z), y) | y]

]
,
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c(z)
ãÁæFç	êHà¶ëTì�â}Þ

E[sqe(c(z), y) | y] =
C∑

j=1

sqe(j, y) Prob{c(z) = j | y}

=
C∑

j=1

sqe(j, y)
(
Hy(bj − y) − Hy(bj−1 − y)

)

=
∑

j<c(y)

(y − bj)
2
(
Hy(bj − y) − Hy(bj−1 − y)

)

+
∑

j>c(y)

(y − bj−1)
2
(
Hy(bj − y) − Hy(bj−1 − y)

)
.
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y
èRâ}é6ç_ß¶ë�â}ë�æ�êHà¶ë�Ý�ç#ß¸ç#Ý�ÝtÞ­Ý
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
 ∑

j<c(y)

(y − bj)
2

(
Φ
(

bj − y

σδ

)
− Φ

(
bj−1 − y

σδ
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+
∑

j>c(y)

(y − bj−1)
2

(
Φ
(

bj − y

σδ

)
− Φ

(
bj−1 − y

σδ

))
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1

n

n∑

i=1


 ∑

j<c(zi)

(zi − bj)
2

(
Φ
(

bj − zi

σ̂δ

)
− Φ

(
bj−1 − zi

σ̂δ

))

+
∑

j>c(zi)

(zi − bj−1)
2

(
Φ
(

bj − zi

σ̂δ

)
− Φ

(
bj−1 − zi

σ̂δ

))
 .
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erc
��ÞTî�â}éÅç$á	ì·ëTætæ�ã��¶ç#Ý;3

erc(ĉ) =
1

n

n∑

i=1

I
(
ĉ(xi) 6= c(zi)

)
.
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δ
è¤â�é6çûá	Þ­Ú6ß6ã¡ù

â}ãäÞ­Ú¶ëTì�Û6Ý�Þ­ò6ëTò6ãÁìäãäâQí�÷­ã¨õ­ç	Ú
y
â}é6ë�â,â}é6ç°á	ì·ëTætæ,ì·ëTò�ç#ì�ãÁæ�á	Þ­Ý�Ýtç#á4â[è

Prob{c(z) = c | y} èá[ëTÚÈòMç_á[ë�ìÁá#àÅì·ë�â�ç#ß �¿æ�ç	ç � � ��� �&ö 	9æ�ætà6ð_ãÁÚ6÷
δ ∼ N(0, σ2

δ )
è�ãäÚ6ß6ç#Û�ç#ÚÅß6ç#ÚfâªÞ�î

(x, y)
è

â}é6ç � 
��('5��+<��
 �� � 3-	 ;��-	'�)�+�ãÁæ

erca(ĉ) =
n∑

i=1

wiI
(
ĉ(xi) 6= c(zi)

) / n∑

i=1

wi,
�(' ���

ï�é6ç#Ýtç
wi = Φ

(
(bc(zi) − zi)/σ̂δ

)
−Φ

(
(bc(zi)−1 − zi)/σ̂δ

) ç#ætâ�ãÁð1ë�â}ç	æ
Prob{c(zi) =

ci | yi}
ö ��à6ì¨â}ãÁÛÅìäíKãÁÚ6÷�ï�ãäâ�é

wi
÷­ã¨õ­ç#æ�ìÁÞnï ï�ç	ãÁ÷­éfâ�â�Þ°ëTÛ6Û6ëTÝ�ç	ÚHâ�ð1ãäæ�á#ìÁëTæ�ætã��¶á#ë�â}ãäÞ­Ú6æDÞTî

Þ­ò��tç	á	â}æ�ï�ã¨â}é�Ýtç#æ�Û�Þ­Ú6ætç#æ�Ú6ç#ëTÝFëªò�Þ­Ý�ß6ç	Ý#è¶ë�Ú6ß�ß6ãäõKãäß6ãÁÚ6÷�òfí ∑
wi
ãäÚ6ætâ�ç[ëTß�Þ�î

n
÷­ãäõTç#æ

ë1Û�Þ­æ�ã¨â}ã¨õ­ç$á#Þ­Úfâ}ÝtãÁò6à?â}ãÁÞTÚ�îbÝ�ÞTð ëTÛ6Û¶ëTÝtç#Úfâ}ì¨í'á#Þ­ÝtÝ�ç#á4â�á	ì·ëTætæ�ã��6á[ë�â�ãÁÞ­Ú6æ�ï�ãäâ�éûÝtç#æ�Û�Þ­Ú6ætç#æ
á#ìäÞ­æ�ç,â}Þ_ë°ò�Þ­Ý�ß6ç	Ý#ö

6 Ý�Þ­ð â}é6ç,îbÞ­Ýtðªà6ì·ë�â}ãÁÞTÚ²ÞTî�â}é6ç�Û6ð_á,ãÁÚ<� ���4èÅï"ç�÷­ç	â8ëTÚ'ëTì¨â}ç#ÝtÚ¶ë�â�ãäõ­ç,ç	ætâ�ãÁð1ë�â}ç*3

p̂mc(ĉ) =
1

n

n∑

i=1

(
1 − Φ

(
bĉ(xi) − zi

σ̂ε

)
+ Φ

(
bĉ(xi)−1 − zi

σ̂ε

)) �(' � �

�Fé6ãÁæ�ç#æOâ}ãäðlë�â�ç,æ�é6ÞTà6ìÁß�é¶ë[õ­ç³ìäÞnï�ç	Ý�õ�ëTÝtã·ëTÚÅá#ç,â}é¶ë�Ú�â}éÅç�ç	Ý�Ý�ÞTÝ�á	Þ­à6Úfâ}æ	èMò�ç#á#ëTà6ætç³ãäâ�ãäæ
â}é6ç�ë[õTç#Ý}ë�÷­ç,ÞTî�ëªá#Þ­Úfâ�ãÁÚHà6Þ­à6æ�îbàÅÚ6á	â�ãÁÞ­ÚRèKï�é6ç#Ýtç[ëTæ�â�é6ç,ç#ÝtÝ�Þ­Ý�á#Þ­à6Úfâ�æ8ë�Ý�ç �~ï�ç	ãÁ÷­éfâ}ç	ß �
ë[õ­ç#Ý�ëT÷­ç	æ8ÞTî�ë°ß6ãÁætá#Ýtç	â}ç,îbà6ÚÅá	â}ãäÞ­ÚRö
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-ôé6ç#Ú�â}éÅç$ßÅãÁætâ�Ý�ãäò6àÅâ}ãäÞ­Ú�ÞTî
ε
ãäæ !HÚ6Þnï�ÚRè¶â}é6ç�ð_ãÁÚ6ãäðlëTìÃÛ6ð_á�� � ��á[ëTÚ'òMç�á#ëTìÁá	à6ì·ë�â�ç#ßRö

	9ætæ�à6ð_ãÁÚ6÷
ε ∼ N(0, σ2

ε)
ãÁÚÅß6ç#Û�ç#Ú6ßÅç#Úfâ9Þ�î

x

è6ã¨â�á[ëTÚ'ò�ç,ç#ætâ�ãÁð1ë�â}ç	ß�ï�ãäâ}é

̂Û6ð_á min =
1

n

n∑

i=1

min
j

{
1 − Φ

(
bj − zi

σ̂ε

)
+ Φ

(
bj−1 − zi

σ̂ε

)} �('����

÷­ãäõTç#Ú�ëTÚ�ç#æOâ}ãÁð1ë�â�ç,ÞTî
σε
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n
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�Fé6ç$ß6ç;�¶ÚÅãäâ}ãäÞ­Ú�ÞTî�â}é6ç�ætêKç	Ý�Ý�æ�à6÷T÷­ç#æOâ}æ�â}é6ç�ç#æOâ}ãäðlë�â�ç

sqerc(ĉ) =
1

n

n∑

i=1

sqe(ĉ(xi), zi),
�('*$��
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÷­ãäõTç#Ú ë Ý}ë�Ú6ß6Þ­ð ß¶ë�âqë æ�ç	â�ï�ãäâ�é
n
Þ­ò6ætç#Ýtõ�ë�â�ãÁÞ­ÚÅæ#ö �Fé6ãÁæ'ãÁæ�á#ëTìÁìäç#ßôâ}é6ç ��#5# �4 3��)�+

� � ' �4 3��
L�� ( 3-	 B��-	' )�+¿ö[Ù@â�ç	ætâ}ãäðlë�â}ç#æMâ}é6çD+O (' � � � ' �4 ���
 �� � 3-	 B��-	'�)�+ ∑
sqe(ĉ(xi), yi)/n

ö
	9æ/ï�ãäâ�é â�é6ç�ëTÛ6Û¶ëTÝtç#Úfâ1ç#Ý�ÝtÞ­Ý/á#Þ­àÅÚHâ#è¤â}é6ç'ëTÛ6Û6ëTÝ�ç	ÚHâ1æ�êHà¶ë�Ý�ç#ß ç#ÝtÝ�Þ­Ý/á#ÞTà6Úfâlãäæ_ÚÅÞTâ
Û6Ý�ÞTÛMç	Ý#ö�	9ìäæ�Þ6èHë�ÚlãÁÚÅç#êHà¶ëTìäãäâQí°ë�Ú¶ëTìÁÞT÷­Þ­à6æ(â�Þ ��' � �(é6Þ­ìäß6æÊëTÛ6Û6ÝtÞnü?ãäðlë�â�ç#ì¨í³îbÞ­Ý(â�é6çN+O (' �
æ�êHà¶ëTÝtç#ß�ç#Ý�ÝtÞ­ÝFá#ÞTà6Úfâ[ö

-¸ç'é¶ë[õ­ç'â}é¶ë�â
E[(bj − z)2 | y] = (bj − y)2 + σ2

δ

èDæ�Þ
(bj − z)2 Þnõ­ç#Ýtç#æOâ}ãÁð1ë�â�ç#æ

(bj − y)2 ö �Fé6ãäælá[ë�ÚJò�çûá#ÞTð1Û�ç#Ú6æ�ë�â}ç	ßJîbÞ­Ý_òfí ætà6òÅâ�Ý}ëTá4â}ãÁÚÅ÷ σ̂2
δ

ãäÚ â�é6ç�ç	ætâ�ãÁð1ë�â}ç�ö
�8ætãÁÚ6÷°â}éÅãÁæ�ëTß	�tàÅætâ}ð_ç#Úfâ#è6ï�ç$÷­ç	âFâ�é6ç,îbÞ­ìÁìäÞnï�ãÁÚ6÷ � 
��('5��+M��
�� � ' �4 3��
 �� ( 3-	 ;��-	' )�+ 3

sqerca(ĉ) =

1

n

n∑

i=1

((
(bĉi−1 − zi)

2 − σ̂2
δ

)
I (c(zi) < ĉi) +

(
(bĉi

− zi)
2 − σ̂2

δ

)
I (c(zi) > ĉi)

)

=
1

n

n∑

i=1

(
sqe(ĉ(xi), zi) − σ̂2

δI
(
ĉ(xi) 6= c(zi)

))
= sqerc−σ̂2

δ erc,
��'����

Ú¶ëTð_ç#ì¨í�â�é6ç/ëTÛ6Û¶ë�Ý�ç#Úfâ�ætêKà6ëTÝ�ç	ßÈç	Ý�Ý�ÞTÝ�á#Þ­àÅÚHâ$ð_ãÁÚHà6æ
σ̂2

δ

â�ãÁð_ç#æ9â�é6ç/ëTÛ6Û6ëTÝ�ç	ÚHâ�ç	Ý�ÝtÞ­Ý
á#Þ­àÅÚHâ#ö

6 Ý�Þ­ð-â�é6ç'îbÞTÝ�ðªà6ìÁë�â}ãäÞ­ÚþÞTî sqerr(ĉ)
ëTæ

Ex sqerr(ĉ(x); x)
ï"çÇ÷­ç4â²ë�Ú ëTì¨â}ç#ÝtÚ¶ë�â�ãäõ­ç

ç#æOâ}ãÁð1ë�â�ç�îbÞ­Ý
sqerr(ĉ)

3

̂sqerr(ĉ) =
1

n

n∑

i=1

̂sqerr(ĉ(xi); zi),
��=�)��

ï�é6ç#Ýtç

̂sqerr(j; zi) =
(
(bj−1 − zi)

2 + σ̂2
ε

)
Φ
(

bj−1 − zi

σ̂ε

)
+ (bj−1 − zi)σ̂

2
εg(bj−1 − zi)

+
(
(bj − zi)

2 + σ̂2
ε

)(
1 − Φ

(
bj − zi

σ̂ε

))
− (bj − zi)σ̂

2
εg(bj − zi).
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ε
ãäæ !HÚ6Þnï�ÚRè.â}é6ç"ð1ãäÚ6ãÁð1ëTì­ætêHç#Ý�Ý �#��'���á#ëTÚªò�ç�á#ëTìÁá	à6ì·ë�â�ç#ßRö

2�ã¨õ­ç	Ú�ë/Ý}ë�Ú6ß6Þ­ð æ}ëTð_Û6ìÁç,Þ�î�ætã?0#ç
n
èÃë/Ú6ë�â}à6Ý�ëTìRç	ætâ}ãäðlë�â}ç,ÞTî�â}é6ãäæFãÁæ

̂ætêKç	Ý�Ý min =
1

n

n∑

i=1

min
j
{ ̂sqerr(j; zi)},

� =�'��

ï�é6ç#Ýtç ̂sqerr
ãÁæ�ß6ç;�6Ú6ç#ß'ãÁÚ<��=��+�4ö
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�Fé6ç�ç	ætâ}ãäðlë�â}ç#æ�ï�ç	Ý�ç�â�ç#æOâ}ç#ß°ÞTÚ°ë9ß¶ë�â}ë9æ�ç4â(á	Þ­Ú6æ�ãäætâ�ãÁÚ6÷�Þ�î¶ÞTîÃÚ6ç#ëTÝ�ãäÚÅîbÝ}ëTÝtç#ß$â}Ý}ë�Ú6æ�ð_ãÁæ;ù
æ�ãäÞ­Ú ���8Ù � ��ëTÚ6ßdï�ë�â}ç	Ý$á	Þ­Úfâ}ç	ÚHâ�ð_ç[ëTætà6Ý�ç	ð1ç	ÚHâ�æ�Þ�î���)�='ð_ç[ë�â�æ�ëTð_Û6ìÁç	æ#ö"�Fé6ç �8Ù �
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ãÁÚfâ}ÞdâQï"ÞÜá#ìÁëTæ�ætç#æ�3 ��=åæ}ëTð_Û6ìÁç	æ°ï�ãäâ}éJë�â1ð1Þ­æOâ � ����ï�ë�â}ç	ÝlãäÚ Þ­ÚÅçûá#ìÁëTæ�æ1ëTÚ6ß ��)
æ}ëTð_Û6ìäç#æ�ï�ãäâ�é�ð1Þ­Ýtç�â}é¶ë�Ú � ���>ï�ë�â�ç#Ý�ãÁÚ²â�é6ç�ÞTâ}é6ç	Ý#ö
�Fé6ç9ï�ë�â}ç	Ý�á#ÞTÚHâ�ç#ÚfâFð_ç[ëTætà6Ý�ç	ð1ç	Úfâ}æ�é¶ë�ß²ìÁã¨â�â}ìäç�ð1ç#ëTæ�à6Ýtç#ð_ç#Úfâ�ç	Ý�ÝtÞ­Ý�3
�Fé6ç�ð_ç[ëTætà6Ý�ç&ù
ð1ç	Úfâ}æDÝ}ëTÚÅ÷­ç#ß/îbÝ�Þ­ð ��)Åö ���Îâ}Þ � � ö ��� ëTÚÅß1é¶ë�ßlëTÚ/ç	ætâ}ãäðlë�â}ç#ß/æOâqëTÚ6ß6ëTÝ�ß_ß6ç	õKãÁë�â}ãäÞ­Ú
σ̂δ = 0.22

��ö �Fé6ç²ç	ætâ}ãäðlë�â}ç#ßÈç#ÝtÝ �
	�� 	ªï�ëTæ�)?ö ) � �?è�æ�Þ�ð_Þ­ætâ�æ}ëTð_Û6ìäç#æ$ãÁÚ¸â�é6çlß¶ë�âqë
æ�ç4â³á#ëTÚ¸ò�ç1ç&ü?ÛMç	á	â}ç	ß¸â}Þ�é¶ë[õ­ç_â}é6ç_á#Þ­ÝtÝ�ç	á	â�á#ì·ë�æ�æ�ì·ëTò�ç#ìiö"�Fé6ç1á#Þ­ÝtÝ�ç#ætÛMÞTÚ6ß6ãÁÚÅ÷�ß¶ë�âqë
æ�êHç#ÝtÝ°ï�ëTæ

3.2 × 10−4 ö �FéÅãÁæ°ç#ÚÅæ�à6Ýtç#æ/â}é¶ë�â erc
ë�Ú6ß
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ëTÝ�ç�ë�ìÁð_Þ­ætâ³à6ÚHò6ã·ëTætç#ßRö

�Fé6ç,Û6ÝtÞ­ÛMç	Ýtâ�ãÁç#æ"ÞTî�â}é6ç9ç#ætâ�ãÁð1ë�â}ç	æ�à6ÚÅß6ç#ÝFß6ã�7�ç	Ý�ç	ÚHâ�ìÁç	õTç#ìäæ�ÞTî
σδ
ëTÝtç�ãÁÚfõTç#ætâ�ãÁ÷fë�â}ç#ßlãÁÚ
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y = x1 + x2 + x2
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ëTÚ6ß
z = y + δ,
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

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
 ,
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ŷ(x) = b0 + b1x1 + b2x2 + b3x
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